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Soit A une matrice symétrique définie positive.

On peut la décomposer en un produit A = LLT oU la matrice
L est triangulaire inférieur a éléments diagonaux positifs.

Alors, le systéme Ax = b s'écrit LLTx = b.
Posons y = L' x. Le systéme devient Ly = b.

En résolvant ce systeme triangulaire inférieur on obtient le
vecteur y.

On trouve ensuite x comme solution du systéme triangulaire
supérieur LTx = y.

C’est la méthode de Cholesky.




Pour calculer les termes 1;; de la matrice L, on écrit que
A = LL", on effectue le produit et I'on identifie avec les

termes correspondants a;; de A.

On commence par calculer

111 = Vv ali,
puis les éléments de la premiére colonne de L par

lilzail/lll, 1:2,...,H.




Ensuite, pour j = 2,....n, I'"élément diagonal de la jeéme
colonne est donné par

i1 1/2

e o e — 2

lj; = | aj; E :ljk
k=1

Les autres termes de la colonne j sont ensuite calculés par

j—1

lij: aij_zlikljk /ljja i:j—l—l,...,n.
k=1




Pourquoi une matrice symétrique définie positive ?

Sit le systeme Mx = b ouU M & m lignes et n colonnes avec

n > m.

Il'y a une infinité de solutions et I’'on cherche celle qui
minimise (b — Mx, b — Mx). C’est la solufion au sens des
moindres carrés. Elle satisfait

MTMx = MT'hb.

La matrice M est symétrique définie positive.




Pourquoi faut-il des méthodes de résolutions des systémes
linéaires ?

Le calcul d'un déterminant de dimension n par les regles
connues nécessite n!(n — 1) multiplications et n! — 1 additions.

La résolution du systéme Ax = b demande, au total,
n!n(n + 1) — 1 opérations arithméetiques élémentaires.

C’est un nombre qui devient vite extrémement grand.

Pour s’en convaincre, supposons que ce calcul soit réalisé sur
un ordinateur effectuant 107 opérations par seconde. Le
Tableau suivant donne le temps de calcul nécessaire a la
résolution du systeme.




n | femps de calcul
Q 2.9 secC.

10 36.3 sec.

11 8.0 min.

12 2 h.

13 1.2 jour

14 19.8 jours

15 340.5 jours
20 3-10% ans

23 40-10° ans

Age de I'univers : sans doute entre 10 et 15 10° ans !l




LA FIN DE L’HISTOIRE

Cholesky fut tué en 1918.

Sa méthode ne fut publiée qu’en 1924 par I'un de ses
collegues du Service Geographique de I’Armée, le
Commandant Benoit.

En 19995, les archives de Cholesky furent ouvertes au public et
je publiais alors sa biographie compléete.

Iy a un an et demi, je fut contacté par le petit-fils de
Cholesky. Il venait de donner & I’'Ecole Polytechnique, ou
Cholesky avait été éléve, tous les papiers en sa possession et
me demandait de I'aider & les classer.

C’EST LORS DE CE TRAVAIL QUE ...

LA FIN DE L"HISTOIRE



... hous trouvames le manuscrit inédit ou Cholesky

décrivait sa méthode.

LA FIN DE L"HISTOIRE



LA VIE DE CHOLESKY

André Louis Cholesky naqguit le 15 octobre 1875 &
Montguyon, 35km environ au nord-est de Bordeaux.

I était de fils d’André Cholesky, maitre d’'hotel, et de Marie
Garnier.

LA VIE DE CHOLESKY
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Figure 1. Certificat de naissance de Cholesky
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Il alla au lycée a Saint-Jean-D’Angély.

| obtint son baccalauréat d Bordeaux en 1893 avec la
mention assez bien.

Le 15 octobre 1895, il entre & I'Ecole Polytechnique, 87&éme
sur 223.

Ses professeurs furent Camille Jordan et Georges Humbert
pour I'analyse, Emile Haag pour la géométrie, Octave
Callandreau pour I’astronomie et la géodésie et Henri
Becquerel pour la physique.

Il sort de I'Ecole en 1897, 38&me sur 222 et est admis & I’Ecole
d’Application de I’ Artillerie et du Génie de Fontainebleau,
deme sur 92. Il en sort en 1899, 5éme sur 86.

LA VIE DE CHOLESKY

12



LA VIE DE CHOLESKY

13



Le ler octobre 1899, il est nommé Lieutenant au 22eme
Régiment d’Artillerie.

De janvier & juin 1902, puis de novembre 1902 d mai 1903, il
est envoyé en Tunisie puis en Algérie jusqu’d juin 1904,

En juin 1905, il est affecté au Service Géographique de ’Etart
Major de ’Armée.

Il s’y fait remnarquer par une vive intelligence, une grande
facilité pour les travaux mathématiques, des idées originales
et méme paradoxales, mais toujours empreintes d’une
grande élévation de sentiments et qu’il soutenait avec
beaucoup de chaleur.

LA VIE DE CHOLESKY 14



A cette époque, une révision cadastrale de la France venait

d’'étre décidée et la révision de la méridienne de Lyon avait
été entreprise.

Cholesky prit part & ces tfravaux dans la vallée du Rhéne, le
Dauphiné, I'lsére et les Cévennes.

Le Capitaine Benoit parficipait également & ces campagnes
et c’est alors que les deux hommes durent faire
connaissance.

LA VIE DE CHOLESKY
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Figure 2: Page d’un carnet de Cholesky sur la triangulation de
la méridienne de Lyon

LA VIE DE CHOLESKY
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Figure 3: Autre page d’un carnet de Cholesky
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Le 10 mai 1907, il épouse sa cousine Anne Henriette Brunet,
née le 27 juin 1882. lls auront 4 enfants.

Puis Cholesky fut envoyé en Créte, alors occupée par les
tfroupes intfernationales. Il y resta de novembre 1907 a juin
1908. Il est chargé de cartographier les zones britanniques et
francaises de |lle.

Le 25 mars 1909, il est promu Capitaine.

A partir du 28 aodt 1909, il dut effectuer son temps légal de 2
ans comme commandant de batterie.

C’est durant cette période qu’il rédigea sa méthode de
résolution des systémes linéaires.

LA VIE DE CHOLESKY
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En octobre 1911, il fut de nouveau affecté au Service
Géographique de I'’Armée. La direction du nivellement en
Algérie et en Tunisie lui est confiée. Des routes et des voies
ferrées étaient & construire.

En mai 1913, il est nommé chef du service topographique de
la Régence de Tunis.

Il reste en Afrique du Nord jusqu’au 2 aout 1914, jour de la
mobilisation et s’embarque & Bizerte pour rejoindre son
Régiment d’Artillerie basé a Issoire.

LA VIE DE CHOLESKY 19



Apres 3 mois comme commandant de batterie, il est affecté
au Service Géographique pour travailler sur les canevas de
tir. [l fut I'un des officiers qui comprit le mieux et développa le
plus le réle de la géodésie et de la topographie dans
I"organisation des firs d’artillerie.

De septembre 1916 a février 1918, il est envoyé en Roumanie,

entrée en guerre a coté des dlliés, afin d'y réorganiser
compléetement et de diriger le Service Géographique.

Le 7 juillet 1917, il est promu Commandant.

En juin 1918, il rejoint le 202éme Régiment d’Artillerie de
I'armée du Général Mangin. Cette armée était engagée
dans la bataille de Picardie entre |I'Aisne et Saint-Gobain.

LA VIE DE CHOLESKY
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Le 31 aoUt 1918, Cholesky décéde de ses blessures d 5h du
matin dans une carriere au nord de Bagneux, un village situé
environ 10km au nord de Soissons.

| fut d’abord enterré au cimetiére de Chevillecourt prés
Autréches, 15km a |'est de Soissons.

Le 24 octobre 1921, sa tombe fut transférée au cimetiere de
Cuts, 10km au sud-est de Noyon.

LA VIE DE CHOLESKY 21
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Figure 4: Bagneux, Autreches et Cuts
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LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES DE CHOLESKY

La carriere de Cholesky se déroula comme topographe du
Service Géographigue de I'Armée.

Son travail consistait essentiellement en des relevés sur le
terrain afin d’établir des cartes.

En femps que chef de service, il eut aussi a s’occuper de
I"organisation du fravail des personnes sous sa responsabilite,

Pendant la guerre, il fut I'un des pionniers de la création des
groupes de canevas de fir et mit ses connaissance
scientifiqgues au service de son pays.

LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES DE CHOLESKY 25



De Décembre 1909 et, au maoins, jusqu’d janvier 1914 il fut
Professeur & I'Ecole Spéciale des Travaux Publics, du
Batiment et de I'industrie fondée en 1891 par Léon Eyrolles.
Les études se déroulaient uniguement par correspondance
et Cholesky dut rédiger des notes pour les étudiants.

Dans les archives, se frouvent de nomlbreuses pages
manuscrites qui furent, en fait, incorporées dans un livre gqu’il
publia vers cette époque. Il contient 442 pages, 100 figures
et 18 photos d’instruments.

Ce livre eut du succeés puisgu’il eut au moins 7 éditions et se
trouvait encore inscrit au catalogue de |I'éditeur 30 ans apres
la mort de Cholesky.

LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES DE CHOLESKY
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ECOLE SPECIALE DES TRAVAUX PUBLICS

DU BATIMENT ET DE L'INDUSTRIE
M. Léon EYROLLES, Ingénieur Dirvecteur.
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TOPOGRAPHIE

20 PARTIE
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Les archives contiennent aussi un autre livre

Cours de Calcul Graphique
ainsi que divers manuscrits décrivant |’ utilisation de divers
instfruments de tfopographie, ainsi qgue des documents
militaires sur I'organisation du travail des officiers géographes,
sur le fir, etc.

Dans I'un de ses cours, Cholesky écrit

LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES DE CHOLESKY
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Recommandation frés importante. L’éléve se
tromperait beaucoup s’il croyait trouver dans les
cours qu’il a entre les mains les solutions complétes
des exercices qui lui sont proposés. Ces exercices
ont pour but principal de le forcer a réfléchir, de
I’'empécher d’apprendre ses cours trop strictement...
Aussi I’éléve aura-t-il souvent avantage, lorsqu’il sera
arrété par un exercice a abandonner I’étude du
cours et a chercher simplement si le bon sens ne lui
indiquera pas la solution. Les exercices corrigés
constitueront un complément indispensable du cours,
et non pas une répétition; aussi I’'éleve ne devra-t-il
pas se décourager s’il rencontre des difficultés
sérieuses dans les exercices qui lui sont proposés.
Qu’il montre gu’il sait réfléchir, on ne lui en
demandera pas davantage.

LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES DE CHOLESKY
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LE MANUSCRIT DE CHOLESKY
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Sur la résolution numérique des systémes d’équations
linéaires
A. Cholesky

La solution des problémes dépendant de données
expéerimentales, qui peuvent dans certains cas étre soumises
A des conditions, et auxguelles on applique la méthode des
moindres carrés, est toujours subordonnée au calcul
numeérigue des racines d’un systéme d’éguations linéaires.
C’est le cas de la recherche des lois physiques; c’est aussi le
cas de la compensation des réseaux géodésiques. Il est
donc intéressant de rechercher un moyen sdr et aussi simple
que possible d’effectuer la résolution numérique d’un
systéme d’éqguations linéaires.

Le procédé que nous allons indiquer s’ applique aux systémes
d’équations symétriques auxguels conduit la méthode des
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moindres carrés; mais nous remarguerons tout d’abord que
la résolution d’un systéme de n éguations linéaires d n
inconnues peut fres facilement se ramener a la résolution
d’un systéme de n équations linéaires symétriques a n
inconnues.

Considérons en effet le systéme suivant:

’

oty +agzye Fogys+ - +apy, +C1 =0
¥ oy + a3y + a3zt -0 Faiy, +Ce =0
| a1+ agyet o tapy, +Cp = 0.

Effectuons la fransformation linéaire représentée par le
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systéme:

)
Y1 = atA + afhg + -+ all ),
Yo = oz%)\l + Oé%)\g + -+ aj A\,

------------------------------

Le systeme d’équations | donnant les n inconnues ~ se frouve
remplace par le systéme |l donnant les n inconnues A
permettant, & I'aide de Il, de calculer les valeurs des ~.

A+ Ao+ -+ AN, +C1 =0

] AR AR AN+ G = 0

ooooooooooooooooooooooooooooooooo

AP ARX e AN, + G =
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On a d’une facon générale

k=n
Ab =% (ay)
=
Al = apal.
k=1

Le coefficient A est obtenu en faisant le produit des
coefficients des lignes p et ¢ du systeme | qui se tfrouvent dans
la mMéme colonne et en faisant la somme des produits ainsi
obtenus dans les n colonnes, ce qu’on peut exprimer
symboliqguement en disant que Af est le produit de la ligne p
par la ligne gq.

L'ordre des facteurs pouvant étre inversé dans chaqgue
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produit, on voit immédiatement que

Al = AP

p q

dans le déterminant du systéme Il les termes symétriques par
rapport a la diagonale sont égaux, autrement dit le systéme
d’équations aux \ est symétrique.

Proposons-nous donc de résoudre un systeme d’équations
de la forme Il

Remarquons d’apres ce qui précede que le systeme
d’équations Il si I'on y supposait les v connus serait un
systéme d’équations aux A équivalent au systeéme lll. On
aurait donc un moyen de résoudre le systeme Il sil'on
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pouvait trouver un systeme | permettant de calculer
facilement les .

C’est ce qui arrive si dans le systéme |
la premiére équation contient seulement

la 2eme v1 €t o
la 3eme Y1, Y2 €t 3

ainsi de suite. On peut en effet calculer ainsi tous les ~
successivement a partir de ~;.
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Le probléme est donc ramené a la recherche du systeme

i

a1y +C1 =0
a?y1 + a3y +C5 =0
VIS ady + adye + adys +C3 =10

Ce systéme étant en effet frouvée le probléme devient trés
facile, puisque le systéme Il est remplacé par le systéme VI
qui permet de calculer les X\ de proche en proche a partir de
Ap,.
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Vi 4 i As

\

¥2 =0
Y =0

Nous calculerons facilement les coefficients a en partant des
coefficients A du systeme lll, en appliquant les relations
générales IV) au systeme V. On voit ainsi qu’on peut calculer
ligne par ligne tous les coefficients du systeme VI
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1€ ligne ¢

1 1.2
A2—041041

1 _ . 1.p
Ap—ozlozl

1
1
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(AL (,,2)2 212 2 _ ) 2\2
Ay = (af)® + (a3) aj = /A3 — (o)
26M€ jigne
2 2 3
les a1 sont déjd 2 _ 2.3 2 3 3 _ Az — ooy
1 J < A3 = Oéloél —|— 052052 CV2 = a2
connus par le calcul 2
de la 1°"® ligne
A2 — afal
2 __ 2 D 2P p__ “p
\ Ap = ajoq + asas ay = o2
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M€ Jigne

Tous les «

dont l'indice
inférieur est

plus petit

que p

sont connus par

le calcul des lignes

précédentes.

p

Ap = (a1)” + (a2)* + (a)” + -+ (a,_1)* + (o)

ab = \/Ag — (a2 = (ah)2 — ()2 — - — (ag_1)2

g _ P4 Pod P od P P a
Al =ajo) + aqay tagaz+-- -+, o, ¢ +aba

PP
a_ Pnd _ APaAd ... P A
Al — aja] — asag Q10
ol =
p P
Qp
L q>p

Quant au calcul des v il s’effectue facilement a I'aide des
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équations V. On obtient

C
() = —i
RS
Cy — a?(—~
() = W
2

(=) = p

ce qui montre que les coefficients (—~) qui figurent dans le
tableau des équations VI) se calculent par rapport aux
termes constants C du tableau lll exactement de la méme
facon que les coefficients o par rapport aux A.
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Les calculs peuvent étre disposés d'une facon commode en
un seul tableau. Les égquations données étant symetriques, |l
suffit d’écrire dans le tableau les coefficients d'un seul cbté
de la diagonale, en-dessus par exemple.

Les équations fransformées du systéme VI peuvent alors étre
disposées en dessous de la diagonale symétriguement
placées par rapport aux éguations données, chaque
nouvelle équation occupant une colonne en dessous de la
diagonale.

Les écritures se bornent a la franscription des coefficients «;
en effet le calcul d’un coefficient a de la forme 22 est
effectué sur la machine a calculer a I'aide d’une série de
multiplications qui s’gjoutent automatiguement et
algébriguement sur la machine, la somme algébrique étant
immeédiatement divisée par K. On utilise ainsi I'opération la
plus compliguée que puisse faire la machine a calculer, par

TRANSCRIPTION DU MANUSCRIT

o4



suite on obtient le rendement maximum de cette machine,
tout en se mettant autant que possible a I'abri des erreurs
(rayé et remplacé par “fautes”) fréquentes dans les
franscriptions de chiffres lus.

On trouve, tant dans la disposition des calculs, gue dans
I"'emploi de la machine a calculer, des simplifications pour
I"application des formules ou des indications précieuses.
Donnons un seul exemple: les machines & calculer du genre
"Dactyle” enrégistrent le quotient en chiffres blancs ou
rouges suivant gue la division est faite en fournant dans le
sens de |'addition ou de la soustraction, il s’ensuit que fout
coefficient a étant le résultat d’une division sur la machine,
son signe est indiqué par la couleur des chiffres qui le
composent; les erreurs de signe sont ainsi facilement évitées.

Il parait inutile d’insister sur le reste de la résolution, c’est &
dire sur le calcul des X a I'aide du systéeme VI). On voit en
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effet immédiatement comment on peut remonter
successivement de \,, d \,,_1, puis A \,,_s €t ainsi de suite
jusqu’a A;.

On peut mettre en évidence les avantages de cette
méthode de résolution des systémes linéaires, au point de

vue de I'approximation avec laguelle les résultats sont
obtenus.

Toute méthode de résolution doit nécessairement conduire &
un systeme d’équations du genre du systeéme VI permettant
d’obtenir directement une des inconnues et de déterminer
successivement toutes les autres. Supposons qu’on ait été
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conduit au systeme:

(It 62dot o 40P, —e1 =0
02Xo+ o+ 468N, — 2 =0
VIl ¢ 5A2+ 2 €2
oM, —ep =0
\

on peut faire correspondre A ce systeme un second systeme
fournissant les valeurs des ¢, soit:

( Bier +C =
Bie1 + Bies +C2 =0

oooooooooooooooooooooooo

VIII <
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Les formules IV sont alors remplacées par les suivantes:

k=p

Ab = "(Br67)

k=1
k=p

AL = (B8R,

k=1

D’ou I'on peut conclure que le systéme unique des
coefficients a que I'on a employé précédemment est
remplacé dans tous les autres modes de résolution par un
double systeme de coefficients g et § tels que I'on a toujours
BloL = (ag)Q.

Or les calculs s’ effectuent nécessairement avec une
précision limitée et on est amené pour éviter des erreurs
(rayé et remplacé par “fautes”) et rendre le calcul aussi
simple que possible, a calculer tous les nombres employés
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avec un nombre de décimales fixe. Il en résulte que les
nombres «a, 3, 6 sont affectés d’une erreur n dépendant des
décimales négligées et indépendante de la grandeur du
nombre calculé.

L'emploi de la quantité (ozg)2 dans les calculs correspond &
I'infroduction d"une erreur 2an.

L'emploi de la quantité égale (8i6¢) correspond G
I'infroduction de I'erreur (81 + 0)n.

On saif que le produit 5267 étant constant la somme de ses
deux facteurs atteint son minimum lorsqu’ils sont égaux.
L"erreur la plus faible que |I'on puisse infroduire est donc

2.

Il en résulte que le mode de résolution des systemes linéaires
qui vient d’'étre exposé apparait comme celui qui fournit la
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meilleure approximation des calculs.

Cette propriété qui permet de réduire au strict minimum le
nombre de décimales d employer dans les calculs,
compense largement le petit inconvénient d’employer la
racine carrée dans la résolution d’équations linéaires.

D’autant plus que la racine carrée peut étre obtenue
facilement et rapidement & |I'aide de la machine a calculer
par le procédé suivant completement différent des
procédeés généralement indiqués par les fabriquants de
machines a calculer.

Soit a extraire la racine carrée d’'un nombre N.

SUpPPOsSoONs qu on connaisse un nomipre n voisin de la racine r
cherchée.
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Soit pour fixer les idées
r = n-—+E

N = r*=(n+¢e)?=n%+2ne+e%

Si 2 est d’un ordre inférieur & la derniére décimale que I'on
veut calculer, on a le droit d"écrire

N = n? 4 2ne = n(n + 2¢)
c’est a dire gu’en divisant N par n on a pour quotient

n + 2e¢.

2¢ représente |I'exces de ce quotient sur le diviseur n et I'on
obtient r en gjoutant & n la moitié de cet excés.

Pratiguement, il est avantageux d’avoir a sa disposition une
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table de carrés qui donne a premiéere vue la racine carrée
d’un nombre quelconque avec 3 chiffres significatifs exacts.

> o . 1
— est alors inférieur —
n, 10
g 1
n2 104°

La premiéere division donne la racine carrée avec 5 chiffres
significafifs.

e o . 1
— estinférieura  —

n* 108
donc la 26M€ division faite avec la racine & 5 chiffres exacts
donnerait 9 chiffres significatifs exacts et ainsi de suite.

On peut énoncer une regle simple en supposant que le
nombre comporte une virgule placée a la droite du premier
chiffre de gauche. Dans ces condifions chaque division
double le nombre de décimales de la racine.
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A |'aide de ce procédé, un opérateur exercé obtient en
quelgues secondes la racine carrée d’un nombre de 5
chiffres avec le méme nombre de chiffres exacts.

La méthode de résolution des systeémes linéaires qui vient
d’'étre exposée a été complétée par I'adaptation du
systéme de vérification indigué par Gauss sous le nom de
preuve par sommes.

La vérification est obtenue de |la facon suivante: On
juxtapose au terme constant C,, de |I'équation de rang p un

terme V,, donné par la relation -V, = AV + AL + ... + AP 4 C,,.

Dans ces conditions la somme des nombres inscrits dans la
ligne p du systéme des équations est nulle. SiI'on traite V,
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dans la résolution de la méme facon que C,,, cette relation
inéaire se maintiendra et sera encore vraie pour les
coefficients a.

De plus il sera encore possible de vérifier le calcul des A &
partir du systeme des équations VI), car sil’'on remplace
dans les équations lll les termes constants C' par les termes de
véerification V, I'opération équivaut d changer A en (1 — \); le
calcul des inconnues fait avec les V donne donc des valeurs
N fellesque A\, + A = 1.

On peut en opérant comme il vient d’étre dit réussir & coup
sar et en peu de temps la résolution de systemes d’équations
tfrés complexes.
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La résolution d’un systéme de 10 équations a 10 inconnues
peut étre faite avec 5 chiffres exacts, en 4 a 5 heures, y
compris la vérification des équations et le calcul des résidus.

On a résolu par cette méthode plusieurs systemes dépassant
30 équations, et en particulier un systéme de 56 équations.
Ce dernier cas fait partie d’un calcul de compensation des
altitudes des chaines primordiales de la triangulation de
I"Algérie. En raison de l'importance des calculs et pour éviter
I'encombrement, on a dd adopter une disposition spéciale,
mais les calculs ont été conduits exactement comme il vient
d’étre dit.

Vincennes le 2 Décembre 1910

Signature
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CONTEXTE HISTORIQUE

La méthode des moindres carrés fut publi€ée pour la premiéere
fois par Adrien Marie Legendre (Paris, 18 septembre 1752 -
Paris, 5 janvier 1833) en 1805.

CONTEXTE HISTORIQUE

67



A.M. Legendre

B
AV,
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Sa justification comme procédure statistique est due & Carl
Friedrich Gauss (Braunschweig, 23 avril 1777 - Gbttingen, 22
février 1855) en 1809.

Selon lui la méthode des moindres carrés conduit & la
meilleure combinaison possible des observations quelgue soit
la loi de probabilité des erreurs.

Elle fut immédiatement reconnue comme une confribution
majeure. Gauss affirma |'avoir en fait déja uftilisée des 1795.
Ce qui est certain est qu’il s’en servit en 1801 pour
déterminer I'orbite de la comeéte Cérés.
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C.F. Gauss
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Le mathématicien américain d’origine irlandaise Robert
Adrain (Carrickfergus, Irlande, 30 septembre 1775 - New
Brunswick, NJ, USA, 10 aoUt 1843) avait, & I'occasion gu’une
question de topographie, publié un article en 1808 (paru en
1809) dans lequel il exposait €galement la méthode des
moindres carrés.

Ce fravail passa totalement inapercu en Europe.

En 1818, Adrain appliqua encore cette méthode a la
détermination de I’aplatissement de la Terre & partir de
mesures du méridien et en tira une estimation des axes de
I"ellipsoide terrestre.
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R. Adrain
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Dans un systeme d’équations linéaires, lorsqu’il y a plus

d’inconnues que d’'équations, il y a une infinité de solutions.

Parmi toutes les solutions possibles, on recherche celle qui
minimise la somme des carrées des inconnues.

C’est ce cas que I'on rencontre dans la compensation des
réseaux géodésiques dont Cholesky eut & s’occuper.

Toutes les fois que I'on fait une triangulation calculée,
il y a avantage a faire également une

compensation par le calcul. On est alors amené a
écrire un certain nombre d’équations représentant les
relations géométriques entre les divers éléments des
figures de la triangulation et comme il y a
généralement plus d’inconnues que d’équations, on
leve I'indétermination en écrivant que la somme des
carrés des corrections est minima.
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254

sont déterminés successivement, les uns par les sutres, .
4 partir des sommets de la triangulation géodésique,

_(iles dela irrangulation

I\ Swmmets dela ?’.r-.'.snjuf,,-f.w; Lr/gfaak'myue —

geodesigue
O Fomls de 4™ ordre. — Visres g déiergminent
. le 4Fordre
o Twmts de 5™ ordre . Visees qui déterminent.
fe 5% ordre

On obtient ainsi une triangulation complémentaire
comprenant des points de statlon ermines rectement
4 partir des signaux géodésiques par un enchalnement de
triangles et d'autres points obtenus par intersections
4 partir des précédents., Comme les signaux ghodésiques
sont généralement répartls en Ier, 28me et 3éme ordre,
on désigne les points de la trimngulation complémentai-

Figure 5. A. Cholesky, Cours de Topographie, p. 254
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Il est bien connu que certains résultats sont redécouverts
indépendamment par plusieurs scientifiques et cela, parfois,
A plusieurs années et des milliers de kilométres de distance.
C’est le cas des méthodes de résolution des systemes
d’équations linéaires.

La méthode de Gauss revient & décomposer la matrice A en
un produit A = LU ou L est une matrice triangulaire
inférieure a diagonale unité et U une matrice friangulaire
supérieure.

Le systéme Ax = b s’écrit alors LUx = b, ¢c’est-a-dire Ly = b si
|'on pose y = Ux. La résolution du systéme Ly = b fournit le
vecteur y qui sert ensuite de second membre au systeme

Ux = y et I'on obtient la solution cherchée x.
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Le @ novembre 1878, Myrick H. Doolittle (Addison, Vermont,
USA, 17 mars 1830 - 27 juin 1913), un mathématicien de la
Computing Division de I'U.S. Coast and Geodetic Survey de
Washington, présente une méthode de résolution des
éqguations provenant de problemes de triangulation.

Sa méthode consiste d annuler pas & pas les éléments de |a
matrice pour la fransformer en une matrice triangulaire
supérieure.

Elle revient d décomposer A en un produit A = LU a |'aide
d’une succession d’étapes intermédiaires pour obtenir ces
matricessous laforme L =L, +---+L,etU=U; +--- 4+ U,.

L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure
mais c’est elle qui, contrairement & la méthode de Gauss,
est  diagonale unité.
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Doolittle n"avait pas de machine a calculer & sa disposition
et il ufilisait simplement des tables de multiplication.

I dit avoir résolu un systéme de 41 équations en cing jours et
demi, c’est-a-dire en 36 heures de travail.

Pendant de nombreuses années, sa méthode eut la faveur
des géodésiens.
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Lorsque la matrice A est symétrique, la méthode de Gauss
ne bénéficie pas de cette propriété et effectue trop
d’opérations.

En 1907, Otto Toeplitz (Breslau, Allemagne, Ter aout 1881 -
Jérusalem, 19 février 1940) démontre gu’une matrice
hermitienne peut étre factorisée en un produit LL* avec L
triangulaire inférieure, mais il ne donne aucun procedé pour
obtenir cefte matrice L.

C’est ce que fera Cholesky en 1910,
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O. Toeplitz
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APRES CHOLESKY

La méthode de Cholesky restera longtemps ignorée en
dehors de son cercle.

D’autres scientifiques continuérent & proposer des variantes
des méthodes de Gauss et Doolittle afin de faciliter les
calculs par des personnes sans beaucoup de culfure
mathématique.

En 1938, I'astronome polonais Tadeusz Banachiewicz
(Varsovie, 13 février 1882 - 17 novembre 1954) proposa une
méthode de la racine carrée tout d fait similaire & celle de
Cholesky.

Le langage utilisé était celui des cracoviens, des objets qu’il
avait inventés et étaient similaires aux matrices mais avec
une loi de multiplication différente.
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C’est Banachiewicz qui, le premier, formula le fait que les
méthodes d’élimination correspondent, en fait, a la
factorisation de la matrice A en un produit de deux maftrices.

Mais il avait été précédé par Cholesky dans cette
interprétation.
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T. Banaciewicz
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En 1941, Paul Summer Dwyer (né en 1901) fournit une version
abrégée de la méthode de Doolittle et la relia aux autres
méethodes de résolution.

En 1944, il donna l'interprétation matricielle de la méthode
de Dooliftle.

Il montra aussi que L = DU™' ou D est une matrice diagonale
et fait la remarque gu’il serait plus intéressant que les
matrices L et UT soient les mémes afin d’effectuer deux fois
Moins de calculs.

Pour celaq, il suffirait de prendre les racines carrées des termes
diagonaux, c’est-a-dire de la matrice D, et il nota que la
méthode ainsi obtenue s’apparenterait a celle de
Banachiewicz.
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La méthode de Cholesky fut exposée pour la premiére fois
dans une note de 1924 due au Commandant Benoit de

I’ Artillerie Coloniale, ancien officier géodésien au Service
Géographigue de I'’Armée et au Service Géographique de
I'Indochine, Membre du Comité National Francais de
Géodésie et de Géophysique (il n'a pas été possible de
trouver des renseignements biographiques plus précis sur lui).

La méthode de Cholesky fut sortie de |'oubli par John Todd
(néle 16 mai 1911) gqui I'exposa dans son cours d’analyse
numeérique au King’s College a Londres des 1946 et la fit ainsi
connaitre.

Il raconte
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En 1946 I'un de nous (John Todd) donna un cours au
King’s College de Londres (KCL) sur les
Mathématiques Numériques. Bien que nous ayons
quelque expérience du temps de guerre en
mathématiques numériques, incluant les valeurs
propres de matrices, nous n’avions eu que peu affaire
avec la résolution des systemes d’équations linéaires.
Afin de voir comment ce sujet pouvait étre présenté,
nous fimes un examen de Math. Rev. (facile a cette
époquel) et trouvames une analyse (MR 7 (1944),
488), d’un article de Henry Jensen (?), écrit par E.
Bodewig. Jensen déclarait la méthode de Cholesky
semble posséder tous les avantages. Ainsi il fut
décidé de suivre Cholesky et, puisque la méthode
était clairement exposée, nous n’essaydmes pas de
trouver I’article original.
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Et John Todd continue

Leslie Fox, alors dans la Division de Mathématiques
nouvellement créée du (British) National Physical
Laboratory (NPL), suivit le cours et apparemment
trouva la méthode de Cholesky attractive puisqu’il la
rapporta au NPL, ou il 'étudia en profondeur avec ses
collégues. A partir de ces articles la méthode de
Cholesky (ou parfois Choleski) fit son chemin dans les
boites a outils des algébristes numeériques linéaires
via les manuels des années 1950.

Ses collegues était James H. Wilkinson et Alan M. Turing.
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John Todd
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Quand on cherche Cholesky sur le Web, on trouve...

424000 pages !
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Claude BREZINSKI

Les images de la Terre

Cosmographie, géodésie, topographie et cartographie
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a travers les siecles

http://math.univ-lille 1.fr/ brezinsk/
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