GÉOMÉTRIE OU PROBABILITÉS :

UNE MÊME DÉMARCHE DE MODÉLISATION ?

Le programme de Terminale S et ES comporte un petit paragraphe rédigé ainsi :

Étude d'un exemple d'adéquation de données expérimentales à une loi équirépartie.

Je ne crois pas me tromper en disant que les profs de math n'aiment pas beaucoup traiter ce sujet.

S'ils pensent que ce n'est pas vraiment des maths, je pense qu'ils ont raison.

S'ils pensent que ce n'est pas intéressant, je pense qu'ils ont tort.

C'est ce que j'aimerais développer ici, et pour cela je voudrais montrer que cette problématique de test (puisque c'est de cela qu'il s'agit) n'est pas réservée aux probabilités : on la trouver aussi en géométrie ou en analyse.

Un exemple
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Cet objet est-il un dé régulier ?

Je parle de ce dé (concret), et je pose une question mathématique (abstraite). Autrement dit je me demande si un modèle mathématique (le dé régulier) est adéquat pour cet objet que je tiens dans la main. C'est typiquement une démarche de physicien.

Par conséquent la réponse ne sera pas simplement oui ou non : ce sera sans doute "oui, à un certain niveau de précision, non à un niveau de précision plus fin". Cette notion de niveau de précision est capitale pour le physicien, alors qu'en général elle ne préoccupe guère le mathématicien.

Dire qu'un dé est régulier signifie, par définition, que ses six faces son équiprobables (pour reprendre les termes du programme, le résultat du jet suit une loi équirépartie).

Notons au passage que cette définition concerne en fait non pas l'objet lui-même, mais l'épreuve qui consiste à le jeter une fois, et qui intègre la façon de le lancer, la table sur laquelle il est lancé, l'atmosphère dans laquelle il est lancé … 

Une étude du seul objet (symétrie des faces, répartition homogène de la masse …) serait insuffisante.

Comparons cette situation avec une situation de géométrie :
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Cette tomette est-elle un hexagone régulier ?

Il s'agit d'une tomette provençale, et la question peut être posée par l'utilisateur (qui veut paver son sol sans interstices) ou par le fabricant (qui veut savoir si son procédé de fabrication est satisfaisant).

Je me demande si un modèle mathématique (l'hexagone régulier) est adéquat pour cette tomette que j'ai dans la main.

Je m'attends donc à ce que la réponse soit "oui, à un certain niveau de précision, non à un niveau de précision plus fin".

Dire qu'un hexagone est régulier signifie, par définition, que ses six côtés sont isométriques. On voit l'analogie avec le dé.

Pour répondre on va mesurer les six côtés, et les comparer On obtient six nombres c1, c2, c3, c4, c5, c6, qui sont des valeurs approchées des six longueurs.

D'emblée se pose la question de la précision de la mesure, (qui dépend non seulement de l'objet lui-même, mais aussi de l'instrument de mesure) : elle va induire la précision de la comparaison. Si les mesures sont au mm près, leur comparaison doit se faire au mm près.

Or comparer six nombres deux à deux suppose 15 comparaisons. Ne peut-on imaginer une procédure de traitement qui nous donne un critère numérique unique ?

Dire que les six nombres c1, c2, c3, c4, c5, c6 sont égaux, c'est dire que chacun est le 
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 du total, c'est-à-dire du périmètre P = c1+c2+c3+c4+c5+c6.

Il faut comparer (c1, c2, c3, c4, c5, c6) avec (
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, la distance euclidienne entre ces deux points est
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Si l'hexagone était parfaitement régulier, elle serait nulle. Plus elle est petite, plus le modèle est proche de la réalité. Si elle est trop grande, on rejettera ce modèle.

Où placer le seuil de décision ? Cela dépend de la tolérance qu'on accepte. Notons que si on a mesuré les côtés en mm, cette quantité est aussi en mm. Si les six valeurs s'écartaient de 1 mm de leur moyenne, la distance ci-dessus vaudrait 
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 mm (soit environ 2,5 mm). Le seuil ne devrait pas être inférieur à cette valeur.

Remarques :

1) La quantité ci-dessus est l'écart-type de la série (c1, c2, c3, c4, c5, c6), multiplié par 
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. Dire qu'elle est faible signifie que cette série est peu dispersée.

2) On aurait pu poser pi = 
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, et comparer (p1, p2, p3, p4, p5, p6) avec (
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, quantité qui est alors sans dimension (c'est la précédente divisée par P).

3) On aurait pu prendre une autre distance dans 
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, par exemple Max|ci-
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|, ce qui dispense d'utiliser un outil de calcul. Le seuil de décision serait alors 1 mm.

Pourquoi avoir choisi la distance euclidienne, autrement dit l'écart-type de la série ? Parce qu'on modélise souvent l'erreur de mesure par une variable aléatoire normale.

Tiens, voilà les proba …

Revenons alors au dé.

Il faut mesurer les six probabilités. Comment mesure-t-on une probabilité ?

En répétant l'épreuve n fois (n le plus grand possible), en comptant le nombre d'apparitions du résultat qui nous intéresse, et en le divisant par n. La fréquence d'apparition ainsi obtenue sera (très probablement) une valeur approchée de sa probabilité, avec une précision de l'ordre de 
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 (Jakob Bernoulli, l'Art de conjecturer, 1713).

Tout comme les six mesures obtenues avec la tomette étaient des valeurs approchées de leurs longueurs.

Notons au passage que la "vraie longueur" est une fiction, tout comme la probabilité (parfois appelée la "vraie fréquence"). Tous les objets mathématiques sont des fictions (mais des fictions très utiles).

Il faut comparer ces six mesures (f1, f2, f3, f4, f5, f6) avec les valeurs du modèle (
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Cette quantité positive serait nulle si les six fréquences étaient égales à 
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. Plus elle est petite, plus le modèle est proche de la réalité. Si elle est trop grande, on rejettera ce modèle.

Où placer le seuil de décision ? Cela dépend de la tolérance qu'on accepte. Mais on sait (Fisher, 1900) que pour un dé régulier cette quantité est (dans 95 % des cas environ) inférieure à 
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. On peut choisir cette valeur comme seuil de décision.

***

Ce double exemple suggère de faire d'autres analogies entre probabilités et géométrie.

GÉOMÉTRIE ?

Le sens du mot GÉOMÉTRIE a évolué : initialement "mesure de la terre" et donc branche de la physique, il désigne aujourd'hui une théorie axiomatisée (la géométrie affine, vectorielle, euclidienne, fractale, de Riemann, de Lobachevski …).

Cette séparation des rôles, très claire aujourd'hui pour nous, l'était beaucoup moins autrefois (il y a seulement quarante ans c'est le professeur de mathématiques qui enseignait la "cosmographie" en Math-elem' …), et ne l'est sûrement pas pour nos élèves.

Au lycée, en géométrie, le professeur de mathématiques peut se permettre de raisonner à l'intérieur du modèle (et donc de poser des problèmes abstraits) :

· parce que le passage de la réalité au modèle a en principe été fait auparavant (à l’école, au collège) ;

· parce que le professeur de physique le prend en charge.

Mais la question se pose pour l'introduction de toute notion nouvelle : vecteurs, barycentre …

PROBABILITÉS ?

Le mot PROBABILITÉS présente lui aussi une ambivalence : initialement "étude du hasard", il désigne aujourd'hui pour les mathématiciens une branche de la théorie de la mesure (d'ailleurs le mot "mesure" est lui-même très ambigu…).

Mais au lycée (et maintenant au collège) où se situe le premier contact avec ce domaine, c'est bien le professeur de mathématiques qui a en charge le passage de la réalité au modèle.

C’est pourquoi en général les problèmes de probabilités sont contextualisés.

Quant aux STATISTIQUES, où les situer ? …

RÉALITE ET MODÈLE

"Les mathématiques ne sont ni du Ciel ni de la Terre" 

Jean-Toussaint Desanti (La Philosophie silencieuse, 1975)
Dans la tradition philosophique et religieuse, le monde des réalités terrestres s'oppose au monde des idées, celui des dieux ou de Dieu.

· Les mathématiques ne sont pas de la Terre, puisque ce sont des idées ;

· Mais elles ne sont pas non plus du Ciel car elles sont une construction humaine.
(sur ce deuxième point Desanti s'oppose à Platon, pour qui elles préexistent)
Nous allons donc voyager entre la Terre et le Ciel …
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De la Terre (des réalités) au Ciel (des idées)

RÉALITE ET MODÈLE

GÉOMÉTRIE
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QU'EST-CE QU'UN MODÈLE ?

Un modèle est une représentation simplifiée et idéalisée de la réalité.

Un modèle a un rôle d'explication.

Mais cela ne suffit pas à caractériser un modèle scientifique. Les mythes, notamment religieux, ont un pouvoir explicatif très fort (créationnisme …). A l'inverse, certains modèles scientifiques heurtent le bon sens (mécanique quantique, relativité ...)

Un modèle scientifique permet, par le raisonnement ou l'expérimentation, de prévoir et d'agir. Par exemple

· en médecine, prévenir des maladies et concevoir des traitements efficaces ;

· en astronomie, prévoir le passage d'un astre et envoyer des satellites ...

· en météorologie, prévoir les orages et construire des paratonnerres …

· en démographie, prévoir le vieillissement et prendre des mesures sur les retraites

· en écologie, mesurer le réchauffement climatique et réagir …

Galilée : "Le livre de la Nature est écrit en langue mathématique" (L'essayeur, 1623)

Einstein : "Ce qui est incompréhensible c'est que le monde soit compréhensible" (Comment je vois le monde, 1934)
Wigner : "La déraisonnable efficacité des mathématiques dans les sciences de la Nature" (Communications in Pure and Applied Mathematics, 1960)

Un modèle est caractérisé par :

· des hypothèses simplificatrices

· des paramètres issus de l'observation

Un travail essentiel du scientifique consiste à :

· Formuler les hypothèses issues de l'observation et de l'expérimentation ;

· Mesurer ou estimer les valeurs des paramètres : ce qui pose la question de la précision ;

· Tester la validité des hypothèses : ce qui pose aussi la question de la précision.

QU'EST-CE QU'UN MODÈLE ?

GÉOMÉTRIE

La Terre est-elle ronde ?

La Terre peut être représentée selon les besoins par un point, par une sphère, par un ellipsoïde, par le géoïde …
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On plante deux piquets verticaux : sont-ils parallèles ?

Le mot "parallèle" est du domaine mathématique, le mot "vertical" du domaine de la physique. Il faut savoir quel est le modèle retenu pour la verticalité :

· Si on modélise l'horizontale par une direction de plan (surface de l'eau qui dort), et qu'on définit la verticale comme la direction orthogonale, alors la réponse est oui.

· Si on modélise la terre par une sphère , la verticale d'un lieu est la droite passant par le centre de la Terre, et la réponse est non.

· Si on modélise la Terre par un ellipsoïde, la verticale d'un lieu est la normale à l'ellipsoïde en ce lieu, et la réponse est non.

· Si on modélise la Terre par le géoïde, la question n'a plus de sens.

Les rayons du soleil sont-ils parallèles ?

On se réfère aussi à un modèle :

· Le Soleil est un point ;

· La lumière du jour suit une trajectoire rectiligne issue de ce point ;

· Ce point est à l'infini.

Mais une autre façon d'aborder la question est de tester le parallélisme : comment ?
Ce sera une façon de tester la validité du modèle choisi.

Pour certains calculs les astronomes utilisent la parallaxe du Soleil (angle sous lequel du centre du soleil on voit un rayon terrestre) : 9" , soit 0,0025°.

QU'EST-CE QU'UN MODÈLE ?

PROBABILITÉS

Lors d'une naissance, a-t-on autant de chances d'avoir un garçon qu'une fille ?

Poser cette question c'est d'emblée admettre que le phénomène observé relève des probabilités. Cela se justifie tant que la biologie est incapable d'expliquer comment se détermine le sexe de l'enfant à venir : le hasard est bien alors le nom que nous donnons à notre ignorance des causes (Leibniz, Essais de Théodicée, 1710).

La naissance d'un enfant peut être représentée par une urne contenant deux boules (F et G), ou 1000 boules (512 G et 488 F), ou … 

(on note au passage combien le modèle appauvrit la réalité …)

L'urne (de Bernoulli), dans laquelle toutes les boules sont équiprobables, est une notion purement mathématique, comme en géométrie la droite infiniment longue et infiniment mince.

Lors des accouchements successifs d'une mère, les sexes des enfants sont-ils indépendants ?

Le mot "indépendance" est du domaine mathématique, or accoucher est une expérience physique (!).

Pour répondre à la question il faut donc avoir choisi un modèle de cette épreuve.

Dire que les sexes sont indépendants signifie que le sexe d'un enfant n'a pas d'influence sur la répartition de probabilité du sexe d'un autre : choisir ce modèle revient à faire cette hypothèse.

Les mathématiques se bornent à dire : si les naissances successives sont indépendantes, alors on peut en déduire …par exemple la loi de probabilité du nombre de garçons par famille de 4 enfants.

L'hypothèse pourrait être justifiée par des arguments biologiques.

Mais une autre façon d'aborder la question est de tester l'indépendance : comment ?
Ce sera une façon de tester la validité du modèle choisi.

MESURER LES PARAMÈTRES DU MODÈLE

GEOMÉTRIE

Quelle est la distance Paris-Pau au mètre près ?

La précision demandée est abusive, parce que à la précision du mètre, le modèle du point n'est pas valide pour représenter une ville.

Bordeaux est-elle équidistante de Paris et Grenoble ?

Poser cette question c'est d'emblée se placer dans un modèle : les villes sont assimilables à des points, le sol est assimilable à un plan.

Choisir ce modèle implique une certaine précision dans la mesure des longueurs, de l'ordre de 10 km : au-delà le modèle ne serait plus acceptable (taille des villes, rotondité de la Terre).

Pour répondre on dispose d'une représentation de la réalité (une carte géographique) dont la réalisation a d'ailleurs fait appel à un travail considérable et des techniques très élaborées (photogrammétrie, satellite …).
Une mesure sur la carte, autrement dit une expérimentation à l'intérieur du modèle, permet de répondre à la question.

La réponse sera fonction de la précision choisie.
MESURER LES PARAMÈTRES DU MODÈLE

PROBABILITÉS

Quelle est la probabilité à 10-5 près qu'une pièce d'un euro tombe sur pile ? 
La précision demandée est abusive, parce que estimer à 10-5 près la probabilité en question suppose de la lancer 10 milliards de fois (pourquoi ?) !

Sans parler de la difficulté pratique de la chose (plus de 3 siècles, à raison d'un jet par seconde), on ne peut plus garantir que l'épreuve se passe dans les mêmes conditions (usure de la pièce).

La naissance d'un garçon et celle d'une fille sont-elles équiprobables ?

On ne peut pas calculer le rapport du nombre de cas favorables au nombre de cas possibles.

Mais depuis Jakob Bernoulli (l'Art de conjecturer, 1713), il y a une autre façon de mesurer une probabilité : c'est de répéter l'épreuve, et d'observer la fréquence d'apparition de l'issue étudiée.

La précision de la mesure dépend alors du nombre n d'observations : on sait qu'elle varie comme 
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. La réponse sera fonction de la précision choisie : oui, à 10-1 près, non à 10-3 près.


C'est en 1662 que John Graunt  remarque qu'il naît environ 105 garçons pour 100 filles

(Natural and Political Observations Made Upon the Bills of Mortality)

Mais le modèle peut très bien différer d'une population à une autre ; cf. carte du sex-ratio en Inde.

PRÉCISION D'UNE MESURE

Evaluer la précision d'une mesure suppose d'admettre que plusieurs mesures d'une même grandeur x fourniront des résultats différents.

Dès lors mesurer x apparaît comme une épreuve aléatoire e. Le résultat de la mesure est une variable aléatoire X. La loi de probabilité de X, son espérance 
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, son écart-type 
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 sont a priori inconnus.

Effectuer n fois la mesure est une épreuve répétée en, si on fait l'hypothèse que les n mesures sont indépendantes. Un résultat de en est un échantillon de X, de taille n.

La moyenne des mesures 
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 dépend de l'échantillon : c'est une variable aléatoire relative à en.

Si n est assez grand (n>30), on sait (théorème central limite) que 
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 suit sensiblement une loi normale, d'espérance 
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 et d'écart-type 
[image: image41.wmf]n

s

.

Il en résulte qu'il y a plus de 95 % de chances que 
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 soit inférieur à 2
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Donc la moyenne a de fortes chances d'être une valeur approchée de 
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 avec une incertitude  2
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Mais 
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 est inconnu. On l'estime par 
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Remarque : le niveau de confiance 95 % est usuel, mais on peut en choisir un autre, par exemple 90% ou 99%. 

On constate alors que ce qu'on perd en confiance on le gagne en précision, et inversement.

On voit que les statistiques sont un outil incontournable dans la démarche de modélisation.

LA CRISE DES IRRATIONNELS

GEOMÉTRIE

Quand on mesure une longueur, peut-on trouver un nombre irrationnel ?

Dans la conception élémentaire d'une longueur, mesurer une longueur consiste à faire le rapport entre la longueur choisie et la longueur choisie comme unité.

C'est ce qu'expose Euclide dans le livre V des Eléments.

Comment une mesure de longueur pourrait-elle alors être autre chose qu'un rapport d'entiers ?


L'exemple fameux de la diagonale du carré et de son côté est exposé par Platon dans le Ménon.

C'est la "crise des irrationnels" qui sera fatale aux pythagoriciens (mais parfaitement surmontée par Euclide).

Cet exemple est interne à un modèle mathématique : un carré, sa diagonale, sont des concepts mathématiques.

Quand il s'agit d'objets réels, la longueur est définie et mesurée avec une certaine précision, et la mesure est un nombre décimal.

LA CRISE DES IRRATIONNELS

PROBABILITÉS

Quand on estime une probabilité, peut-on trouver un nombre irrationnel ?

Dans la conception élémentaire d'une probabilité, due à Pascal et Fermat (1654), mesurer une probabilité consiste à faire le rapport entre le nombre de cas favorables et le nombre de cas possibles.

Cela suppose les cas également possibles, comme le précise Laplace (Introduction à l'essai philosophique, 1825). 
Plus tard (l’Art de conjecturer, 1713), J. Bernoulli proposera de répéter l’épreuve, et de calculer la fréquence de succès.

Comment une probabilité pourrait-elle alors être autre chose qu'un rapport d'entiers ?


L’aiguille de Buffon (Essai d'arithmétique morale, 1777)
Je suppose que dans une chambre, dont le parquet est simplement divisé par des joints parallèles, on jette en l'air une baguette, et que l'un des joueurs parie que la baguette ne croisera aucune des parallèles du parquet, et que l'autre au contraire parie que la baguette croisera quelques-unes de ces parallèles. On demande le sort de ces deux joueurs.

Appelons L la distance entre les rainures et a la longueur de l'aiguille. On suppose a<L pour que l'aiguille ne puisse pas couper plus d'une fois les rainures.

Des hypothèses naturelles conduisent à une probabilité 
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En particulier si a = 
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, la probabilité est 
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Cela a beaucoup surpris les contemporains de Buffon de voir apparaître 
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 dans une probabilité.

C’est qu’on a raisonné à l’intérieur d’un modèle. Quand il s'agit d'épreuves réelles, la probabilité est estimée avec une certaine précision, et la mesure est un nombre rationnel, souvent même décimal (exprimé aujourd'hui souvent en %).

C'est d'ailleurs ce qui permet de représenter une épreuve par une urne de  Bernoulli, et aussi de simuler.

DES MODÈLES CONCURRENTS POUR UNE MÊME RÉALITÉ

GÉOMÉTRIE

Eratosthène contre Anaxagore

Dans l’antiquité grecque, on avait observé qu'au solstice d'été à midi, le soleil est au zénith à Syène : le soleil éclaire le fond d'un puits. Au même moment, à Alexandrie, l'ombre d'un obélisque montre que les rayons solaires sont inclinés de 7° par rapport à la verticale.

La distance entre les deux villes est de 5000 stades (environ 800 km).

Anaxagore (5e siècle av. notre ère) en déduit la distance entre la Terre et le Soleil.

Deux siècles plus tard, à partir des mêmes observations, Eratosthène calcule le rayon de la Terre.

(C'est au programme de Seconde de Physique)

Expliciter les hypothèses des deux modèles.

Il s'agit bien de géométrie : mesure de la terre !

Copernic contre Ptolémée

Modèle héliocentrique    contre     modèle géocentrique

(Galilée : Dialogue sur les deux systèmes du monde, 1632)

Einstein contre Newton

Mécanique relativiste    contre    mécanique classique

(remise en cause de l'indépendance entre le temps et l'espace).
DES MODÈLES CONCURRENTS POUR UNE MÊME RÉALITÉ

PROBABILITÉS

d'Alembert contre Fermat

Croix ou Pile : 

"Ce jeu, qui est très connu, et qui n'a pas besoin de définition, nous fournira les réflexions suivantes. On demande combien il y a à parier qu'on amènera croix en jouant deux coups consécutifs. La réponse qu'on trouvera dans tous les auteurs, et suivant les principes ordinaires, est celle-ci. Il y a quatre combinaisons :

	Premier coup
Croix
Pile
Croix
Pile
	Second coup
Croix
Croix
Pile
Pile


De ces quatre combinaisons, une seule fait perdre et trois font gagner ; il y a donc 3 contre 1 à parier en faveur du joueur qui jette la pièce. (…)
Cependant cela est-il bien exact ? Car (…) ne faut-il pas réduire à une les deux combinaisons qui donnent croix au premier coup ? Car, dès qu'une fois croix est venu, le jeu est fini, et le second coup est compté pour rien. Ainsi, il n'y a proprement que trois combinaisons possibles :  Croix, premier coup.
                                                   Pile, Croix, premier et second coup.
                                                     Pile, pile, premier et second coup.
Donc il n'y a que 2 contre 1 à parier. (…).
Ceci est digne, ce me semble, de l'attention des calculateurs, et irait à réformer bien des règles unanimement reçues sur les jeux de hasard."

La grande Encyclopédie, article Croix ou Pile, 1760

Expliciter les hypothèses de d'Alembert, et celles des "principes ordinaires".

Modèle de d'Alembert : les trois issues C, PC, PP sont équiprobables.

Modèle "ordinaire" : A chaque jet, Croix et Pile sont équiprobables.

Mais qu’est ce qui permet de déclarer la deuxième modélisation valide et celle de d’Alembert erronée?

Exercice : peut on concevoir une pièce truquée pour laquelle les trois issues C, PC, PP soient équiprobables ?

Bertrand contre Bertrand

(Joseph Bertrand, 1899)

Considérons un cercle C et une corde [AB] de ce cercle tracée au hasard. Quelle est la probabilité p que cette corde soit plus longue que le côté du triangle équilatéral inscrit?

Premier modèle :

On choisit A au hasard sur C, puis B au hasard sur C.

B devra être choisi sur l'arc de cercle opposé à A, sous-tendu par le côté du triangle équilatéral inscrit de sommet A.

Le triangle détermine 3 arcs isométriques, d'où la réponse : p = 
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Expliciter les hypothèses

A et B sont équirépartis sur le cercle et indépendants.

Deuxième modèle :

On choisit au hasard un rayon, puis sur ce rayon on choisit au hasard le milieu I de la corde.

La distance de I au centre ne devra pas excéder OB = 
[image: image54.wmf]r

2

.

Or la distance maximale d'une corde est r, d'où la réponse : p = 
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Expliciter les hypothèses

Les coordonnées polaires de I sont équiréparties et indépendantes.

Troisième modèle :

On choisit au hasard dans le disque le milieu I de la corde.

I devra se trouver dans le disque jaune. Par conséquent la probabilité cherchée est le rapport entre l'aire jaune et l'aire de C.

D'où la réponse : p = 
[image: image56.wmf]1

4

.

Expliciter les hypothèses

I est équiréparti dans le disque.

UTILISER LE MODÈLE :

expérimenter ou raisonner

GÉOMÉTRIE

Exemple : 

On veut connaître la hauteur d'un peuplier (ou d'une tour ..).

On peut se placer à une distance connue de l'arbre, et mesurer l'angle sous lequel on le voit.
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Démarche expérimentale à l'intérieur du modèle: on fait un dessin à l'échelle, et on mesure sur le dessin.

Démarche de raisonnement (c'est plus difficile) : on utilise la trigonométrie.

UTILISER LE MODÈLE :

expérimenter ou raisonner

PROBABILITÉS

Exemple : probabilité qu'une famille de 5 enfants ait au moins 3 enfants consécutifs du même sexe ?

Une statistique est difficile. On va donc choisir un modèle :

le plus simple est celui de l'équiprobabilité des deux sexes, assorti de l'indépendance des naissances successives.

Démarche expérimentale à l'intérieur du modèle : on simule
cf Commentaire programme de Seconde p.37 (faites vos jeux)

Démarche de raisonnement (c'est plus difficile) :

On utilise les graphes probabilistes et le calcul matriciel

cf Programme de Terminale ES

JUGER LA PERTINENCE DU MODÈLE

(tester son adéquation à la réalité)

GÉOMÉTRIE

Comment tester l'équidistance ?

· Pour deux distances

On mesure les deux distances (à la précision dont on dispose), et on calcule l'écart. Sous l'hypothèse d'équidistance, il est nul.

D'où la règle de décision : s'il est suffisamment petit, on accepte l'hypothèse d'équidistance. Sinon on la rejette.

Où placer la barre (la valeur critique) ? Cela dépend de la tolérance qu'on accepte, qui est liée à la précision des mesures

· Pour plusieurs distances :

Par exemple on veut savoir si un hexagone est régulier (cf plus haut).

Comment tester le parallélisme ?

(On n'a pas de niveau, de rapporteur, d'équerre … mais seulement un mètre).

On peut porter sur chaque segment deux longueurs égales (à la précision dont on dispose), appeler I et J les milieux des deux diagonales, et mesurer la distance IJ. Sous l'hypothèse de parallélisme, elle est nulle.

'où la règle de décision : si elle est suffisamment petite, on accepte l'hypothèse de parallélisme. Sinon on la rejette.

Où placer la barre (la valeur critique) ? Cela dépend de la tolérance qu'on accepte, qui est liée à la précision des mesures

Comment tester l'orthogonalité ?

On peut placer A à l'intersection, B et C sur chaque droite, et calculer |BC²-AB²-AC²|. Sous l'hypothèse d'orthogonalité, cette quantité est nulle.

D'où la règle de décision : si elle est suffisamment petite, on accepte l'hypothèse d'orthogonalité. Sinon on la rejette.

Où placer la barre (la valeur critique) ? Cela dépend de la tolérance qu'on accepte, qui est liée à la précision des mesures

JUGER LA PERTINENCE DU MODÈLE

(tester son adéquation à la réalité)

PROBABILITÉS

Comment tester l'équiprobabilité ?

· Pour deux issues (alternative)

(cf. programme de Seconde)

Par exemple on veut savoir si une (véritable) pièce est équilibrée.

ou bien si la naissance d'un garçon et celle d'une fille sont équiprobables …

On mesure l'une des probabilités : autrement dit on répète n fois l'épreuve, on observe la fréquence, et on la compare à 0,5. Pour cela, on calcule l'écart.

Sous l'hypothèse d'équiprobabilité, cet écart a de fortes chances d'être faible. Plus précisément, il a 95 chances sur 100 d'être inférieur à 
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D'où la règle de décision (au niveau de confiance de 95 %) : si l'écart est inférieur à 
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, on accepte l'hypothèse. Sinon on la rejette.

· Pour k issues

(cf. programme de TS et TES)

Par exemple on veut savoir si un (véritable) dé est régulier (k=6) : voir plus haut.

Comment tester l'indépendance ?

Par exemple on jette deux dés, dont on admet qu'ils sont réguliers, et on se demande si les deux résultats sont indépendants.

Il s'agit de l'indépendance de deux variables aléatoires, c'est-à-dire de 36 indépendances d'événements. Cela revient ici à tester l'équiprobabilité des 36 couples.

On répète n fois l'épreuve (n aussi grand que possible, compte tenu des contraintes de temps, de coût …), et on relève les fréquences d'apparition fij, ce qui fournit un tableau de contingence.

On calcule 
[image: image60.wmf]å
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36

 : sous l'hypothèse d'indépendance, cette quantité a de fortes chances d'être petite.

D'où la règle de décision : si elle est suffisamment petite, on acceptera l'hypothèse d'équiprobabilité. Sinon on la rejettera.

Mais où placer la barre (la valeur critique) ?

Si on place la barre à 
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36n

, Q étant le quantile d'ordre 0,95 de la loi du khi-deux à 35 degrés de liberté, on pourra avoir 95 % de confiance dans le test :

Q = 49,8 ; donc le seuil critique est 
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ENJEUX DIDACTIQUES :

des objets de référence dans le modèle

GÉOMÉTRIE

Les figures de référence :

· triangle, parallélogramme …

· polygones (polyèdres) réguliers

· configurations de Thalès, de Pythagore

· cercle, sphère …

Les transformations de référence :

· isométries

· similitudes

(et en analyse il y a les fonctions de référence …)
ENJEUX DIDACTIQUES :

des objets de référence dans le modèle

PROBABILITES

Les épreuves de référence :

· Pièce équilibrée (épreuve à 2 issues équiprobables)

· Dé régulier (épreuve à 6 issues équiprobables)

· Jeu de cartes bien battu (épreuve à 32 issues équiprobables)

· Urne de Bernoulli (épreuve à k issues équiprobables)

Ces épreuves sont des épreuves idéales, autrement dit des objets mathématiques.

Les lois de probabilité de référence :

· uniforme

· binomiale

· normale

· exponentielle

· de Poisson

· de Student

· …

ENJEUX DIDACTIQUES :

donner du sens, motiver

GÉOMETRIE

Exercice sec :

Un triangle isocèle a pour côtés 50 ; 50 ; 99.

Calculer la longueur de la hauteur principale.

Problème contextualisé

On dispose d'une corde de 100 m tendue au ras du sol entre deux piquets.

On rapproche les piquets d'un mètre, et on la soulève en son milieu.

Une personne debout peut-elle passer dessous ?

Comment pourrait-on résoudre ce problème sans utiliser le théorème de Pythagore ?

On fait une figure à l'échelle 
[image: image63.wmf]1
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, et on mesure.

ENJEUX DIDACTIQUES :

donner du sens, motiver

PROBABILITÉS

Exercice sec

On répète cinq fois une alternative à issues équiprobables. La probabilité d'obtenir au moins trois succès dépasse-t-elle 50 % ?

Problème contextualisé

Parmi les familles de cinq enfants, celles qui ont au moins trois garçons sont-elles majoritaires ?


Comment pourrait-on résoudre ce problème sans utiliser la loi binomiale ?

On simule au tableur ou à la calculatrice.

ENJEUX DIDACTIQUES :

varier les énoncés selon les objectifs

PROBABILITÉS

1) On lance 100 fois une pièce de monnaie équilibrée.

Quelle est la probabilité d'obtenir Pile plus de 60 fois ?

(réponse 0,018)

2) On a lancé 100 fois une pièce de monnaie, et on a obtenu Pile 70 fois.

La pièce est-elle équilibrée ?

3) On lance 100 fois une pièce de monnaie, et on obtient Pile 70 fois.

Quelle est la probabilité d'obtenir Pile si on la lance une nouvelle fois ?

ENJEUX DIDACTIQUES :

varier les énoncés selon les objectifs

GÉOMÉTRIE

1) Une équerre rectangle a pour petits côtés 5,2 cm et 8,3 cm.

Quelle est la longueur du grand côté ?

2) Une équerre a pour côtés  5,2 cm,  8,3 cm et  9,8 cm.

Est-elle rectangle ?

3) Une équerre a pour côtés 5,2 cm, 8,3 cm et 9,8 cm.

Quel est l'angle opposé au grand côté ?

Une dernière remarque

On a voulu mettre en évidence une analogie de démarche entre géométrie et probabilités.

Or il est fascinant de constater que les modèles eux-mêmes présentent une parenté, et peuvent relever d'une même théorie :

En effet l'ensemble des variables aléatoires réelles sur un même univers peut être muni d'une structure d'espace vectoriel euclidien.

Dès lors les outils conceptuels développés pour faire de la géométrie permettent de faire des probabilités : la covariance apparaît comme un produit scalaire, la corrélation comme un cosinus, la formule développée de la variance est une conséquence du théorème de Pythagore …

C'est d'ailleurs avec les outils de la géométrie euclidienne que Karl Pearson en 1900 a établi le théorème du khi-deux.

(Si on avait parlé d'analyse on aurait pu faire la même remarque : les ensembles de fonctions peuvent être munis d'une structure d'espace vectoriel euclidien).
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Lycée Jean Macé Niort- mercredi15 avril 2009  - Louis-Marie BONNEVAL
Géométrie ou probabilités : une même démarche de modélisation ?
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